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Resume 

Nous introduisons une structure de monoide sur un ensemble d'arbres binaires etiquetes, 
par un procede analogue a la construction du monoide plaxique. Nous en deduisons une nou- 
velle approche de l'algebre des arbres binaires de Loday-Ronco. 

An analogue of the plactic monoid for binary search trees 

Abstract 

We introduce a monoid structure on a certain set of labelled binary trees, by a process 
similar to the construction of the plactic monoid. This leads to a new interpretation of the 
algebra of planar binary trees of Loday-Ronco. 



II existe certaines analogies entre la combinatoire des arbres binaires et celle des tableaux de 
Young. Par exemple, les etiquetages croissants d'un arbre binaire donne et les tableaux de Young 
standard d'une forme donnee sont tous deux denombres par une « formule des equerres »[Q || 
dont on connait dans les deux cas des g-analogues naturels ^] . On sait aussi qu'il est possible 
de construire, au moyen de la correspondance de Robinson-Schensted, une algebre de Hopf ayant 
pour base les tableaux de Young standard fl5|| , et qu'une realisation naturelle de cette algebre au 
moyen de polynomes non commutatifs, implique une preuve combinatoire eclairante (en une ligne) 
de la regie de Littlewood- Richardson |l| |, [|. Dans cette realisation, chaque tableau t de forme 
A est un polynome homogene de degre n = |A| dont l'image commutative est la fonction de Schur 
s\. 

Recemment, Loday et Ronco ont introduit une algebre de Hopf ayant pour base les arbres 
binaires planaires O, ^2). Cette algebre peut, comme la precedente, se realiser dans une algebre 
associative libre |3|, [|], chaque arbre binaire complet a n sommets internes etant represents par un 
polynome homogene de degre n en variables non commutatives. En realite, ces deux algebres sont, 
par definition, des sous-bigebres de l'algebre de Hopf des permutations de Malvenuto-Reutenauer 
pi , laquelle a ete realisee dans ]3|, [| comme l'algebre des fonctions quasi-symetriques fibres 
FQSym dont nous rappelons ci-dessous la definition. Notons au passage que toutes les algebres 
en question sont fibres fllS] , O , |l4| ] , mais que cette propriete n'intervient pas dans la construction 
de leurs realisations polynomiales. 

Ce sont ces realisations qui permettent de faire apparaitre l'algebre des tableaux (ou fonc- 
tions symetriques fibres) et l'algebre des arbres binaires comme deux cas particuliers d'une meme 
construction, reposant sur l'existence d'une correspondance de type Robinson-Schensted et d'un 
monoide de type plaxique. Cette construction nous apparait d'autant plus fondamentale qu'un 
troisieme exemple entre dans ce cadre, celui du couple d'algebres de Hopf en dualite (Sym, QSym) 
(fonctions symetriques non commutatives et fonctions quasi-symetriques), lequel correspond au 
monoide hypoplaxique Q. 

Nous commencerons par rappeler quelques definitions. Nos notations seront celles de Jl|] et de 
H ||. Soit A — {a\ < a-i < ■ ■ ■ } un alphabet denombrable totalement ordonne. Les polynomes 
non commutatifs F a (A) — YJstd (w)=cr- 1 w ' ou a es ^ une permutation et ou w parcourt les mots de 



standardise cr _1 ferment une base d'une sous algebre de K( A) notec FQSym K (K etant un anneau 
commutatif quelconque) et simplement FQSym si K = C ||. On pose egalement G a = F^-i et 
on definit un produit scalaire par (Fo-, G T ) = 5 aT - 

Soit w I— > (P(w),Q(w)) la correspondance de Robinson-Schensted usuelle (cf. Pour un 

tableau standard t de forme A, on definit la fonction de Schur libre St comme la somme St = 
Sp( CT )=t ^c- Ainsi qu'il est montre dans |l^, les S t torment une base d'une sous-algebre FSym 
de FQSym, et cet enonce peut etre vu comme un raffinement de la regie de Littlewood-Richardson, 
qu'il implique immediatement. De plus, FSym est une sous-bigebre de FQSym. 

Nous allons maintenant donner une construction de l'algebre PBT des arbres binaires planaires 
de Loday-Ronco jll| entierement analogue a celle de FSym. Commengons par l'analogue approprie 
de la correspondance de Robinson-Schensted. Elle se definit a partir de l'arbre binaire decroissant 
(ou arbre tournoi) T(o~) associe a une permutation a 6 6„. C'est un arbre binaire (incomplet) a 
n sommets, numerates de 1 a n. La racine est numerotee n (le maximum), et si, en tant que mot, 
(7 = unv, alors le sous- arbre gauche est T(u) et le sous- arbre droit T(v) {u et v etant vus comme 
des permutations de leurs rearrangements croissants). On notera p~(cr)] la forme de cet arbre (on 
oublie les etiquettes). 

Pour un mot w S A*, on posera Q(w) = T((stdu>) _1 ), et V(w) sera l'arbre obtenu en rem- 
plagant chaque etiquette i de Q(w) par la i-eme lettre de w. Par exemple, si w = bacaabca, 
stdw = a = 51723684, a" 1 = 24581637 et 



V{w) = 




Ces arbres peuvent se calculer au moyen d'un algorithme d'insertion a la Schensted. Pour construire 
V(w), on lit les lettres de w a partir de la droite. La derniere est placee a la racine, puis chaque 
lettre est inseree recursivement dans le sous-arbre gauche ou droit selon qu'elle est < ou > a la 
racine. L'arbre Q(w) indique l'ordre (inverse) de creation des sommets. Ainsi, l'etiquetage de V(w) 
est croissant au sens large dans le sens / et au sens strict dans le sens \, et le parcours infixe 
de l'arbre produit le rearrangement croissant de w. II s'agit la d'un algorithme de tri classique J8|, 
et on reconnait dans V{w) un arbre binaire de recherche. Quant a Q(w), c'est un arbre tournoi. 
Dans le cas ou w = a est une permutation, la seule information contenue dans V{a) est sa forme, 
et on l'identific a l'arbre non etiquete [T(cr -1 )]. 

Theoreme 1 La relation d 'equivalence ~ sur le monoi'de libre A* definie par 

u ~ v <^=> V(u) = V(v) 

coincide avec la congruence engendree par les relations 

zxuy = xzuy , x<y<z(^A 1 u(^A*. (1) 

Cette congruence sera appelee congruence sylvestre et le mono'ide quotient Sylv(^4) = A* / =, le 
monoi'de sylvestre. 

La congruence sylvestre est aux arbres ce que la congruence plaxique (engendree par les rela- 
tions de Knuth) est aux tableaux jl0|, ^3). Dans le cas du mono'ide plaxique, les classes ont des 
representants canoniques (les lectures par lignes des tableaux). II en est de meme ici : 

Proposition 2 Soit T un arbre binaire de recherche, et soit wt le mot obtenu en effectuant 
son parcours postfixe (parcours en profondeur commengant par la gauche, oil Von ecrit la lettre 
etiquetant un noeud quand on le visite pour la derniere fois). Alors, V{wt) = T , et wt est min- 
imal pour l'ordre lexicographique dans sa classe sylvestre. De plus, en iterant a partir de wt les 
regies de reecriture xzuy — > zxuy, obtenues en orientant les relations sylvestres, on engendre toute 
la classe de wt- 
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Les mots de la forme wt seront appeles mots-arbres (ou plus simplcmcnt arbres). 
Pour un arbre binaire T non etiquete (identifie a un P-symbole de permutation), introduisons 
le polynome 

V T {A)= F - 

V(cr)=T 

En utilisant le fait que la congruence sylvestre est compatible a la restriction aux intervalles de 
l'alphabet, et en raisonnant comme dans 0, prop. 3. 12, on en deduit l'identite suivante. 

Theoreme 3 Soient T' et T" deux arbres binaires non etiquetes. Alors, 

TeSh(T',T") 

oil Sh(X",T") designe I'ensemble des arbres T tels que wt apparait dans le produit de melange 
uWlv oil u = wt> et ou v — WT"[k] est le mot-arbre de T" decale du norabre k de sommets de T' . 

Cet enonce est entierement analogue a la « regie de Littlewood-Richardson libre »presentee dans 
[13, ||. II fournit une nouvelle construction de l'algebre des arbres binaires de Loday-Ronco. Dans 
1 12], le produit P^'Pt" est decrit au moyen d'un ordre sur les arbres binaires (notons au passage 
que Loday et Ronco utilisent des arbres binaires complets, dont nous ne conservons ici que les 
noeuds internes). Cet ordre peut s'obtenir a partir de l'ordre faible du groupe symetrique : c'est 
la restriction de celui-ci aux permutations qui sont des mots-arbres. Remarquons que les resultats 
de Bjorner et Wachs [|| entrainent que les classes sont des intervalles de l'ordre faible. 

Ainsi, I'ensemble Sh(T',T") est un intervalle de l'ordre de Loday-Ronco. Dans le cas des 
tableaux, il est possible de definir un ordre similaire, quotient de l'ordre faible par les relations de 
Knuth, dont les ensembles Sh(t',i") de |l3|, || sont egalement des intervalles. 

Le cardinal d'une classe plaxique de permutations est egal au nombrc de tableaux standard 
d'une certaine forme, donne par la celebre formule des equerres @, dont on connait un g-analogue 
p?| qui prend en compte l'indice majeur des permutations. De la meme maniere, le denombrement 
par indice majeur de la classe sylvestre correpondant a l'arbre Tan sommets est donne par la 
specialisation (<7)„Pt(1, q, q 2 , ■ ■ ■ ), egale, d'apres Q a 

\p maj (cr) _ Ml 1 (2 ) 

^ q U a s °\h] ' ( ' 

ou, pour un sommet o de T, h est le nombre de sommets du sous-arbre dont il est racine, et 5 
celui de son sous-arbre droit. 

La congruence sylvestre permet egalement une description simple du dual de Hopf de l'algebre 
des arbres binaires : 

Theoreme 4 Le dual PBT* de PBT est isomorphe a I'image de FQSym par la projection 
canonique 

tt: C(A) — ►C[Sylv(A)] ~C(A)/= . 

La base duale de P^ est = tt(G Wt ), oil wt est la permutation canoniquement associee a 
l'arbre T. 

Le dual de FSym admet une description similaire jl5| ||. Ces resultats sont des consequences de 
la « formule de Cauchy libre » 

std (u)=std (v)- 1 cr 

pour tout couple (U, V) de bases adjointes de FQSym. 

Pour calculer les elements primitifs de PBT ct dc PBT* (ou de FSym ct dc FSym*), on 
peut proceder comme dans 0. On part d'une base multiplicative d'un cote. Les elements de la 
base duale correspondant aux indecomposables de notre base multiplicative forment alors une base 
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d'elements primitifs du dual. Le calcul explicite se ramene a celui de la fonction de Mobius de 
l'ordre approprie. Dans la cas de PBT, ct plus generalement des algebres dendriformes libres, les 
elements primitifs ont ete determines dans []l6|| . Toutefois, le precede propose ci-dessus conduit a 
une caracterisation differente. 

Finalement, remarquons qu'on peut construire un couple de graphes gradues (T, T*) en dualite 
au sens de Fomin dont les sommets de degre n sont les arbres binaires a n sommets. Dans 
r, on a une arete entre T et T" si Pt' apparait dans le developpement de PtP.- Dand T* , cette 
mime arete sera presente si Qt' apparait dans QtQ»- La correspondance sylvestre est alors la 
correspondance de Fomin associee a ce couple de graphes. 

Nous tenons a remercier Jean-Louis Loday et Man'a Ronco pour leurs commentaires. 
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